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Feuille 17 : probabilités discretes

EXERCICE 1
On lance une picce équilibrée indéfiniment. On pose :

A = « on n’obtient que des piles »
Et, pour tout n € N* :
A, = « on obtient face au n-€me lancer »

B,, = « on obtient le premier face au n-¢me lancer »

1. Exprimer B, en fonction de Aj,A3,...,A,.

2. En déduire P(B,).

3. Exprimer A en fonction des B,,.

4. En déduire P(A). Comment appelle-t-on un tel événement A ?

EXERCICE 2

1. Un tirage au Loto est une combinaison (I’ordre ne compte
pas) de 6 numéros distincts compris entre 1 et 49. Quelle est
la probabilité (on donne : (469) = 13983816), notée p dans
la suite, de gagner (c.a.d. d’avoir les 6 bons numéros) au
Loto ?

2. On joue au loto indéfiniment et on définit une évenement en
posant :

A = « on gagne au moins une fois »
Et, pour tout n € N* :
A, = « on gagne pour la premiere fois au n-eme tirage »
B,, = « on gagne au n-&éme tirage »
3. Exprimer A, & I’aide des By. En déduire P(A,) en fonction
de p.

4. En déduire P(A) en exprimant A a I’aide des A,. Comment
appelle-t-on un tel A ?

EXERCICE 3
Bob et Toto lancent une méme piece équilibrée a tour de role.
C’est Bob qui commence. Le premier joueur qui obtient face
gagne la partie.
1. Qui, selon vous, a le plus de chances de gagner ? On ne de-
mande pas de justification (pour I’instant).
2. On pose :
B ="Bob gagne”
T ="Toto gagne”
F ="le jeu se termine”

Et, pour tout n € N*, on note :
A, = "le n-eme lancer a donné face”

A! = "le n-eme lancer a donné le premier face”

a. Exprimer A/, en fonction des A;. En déduire P(A),).

&

Exprimer F en fonction des A/,. En déduire P(F). Que
dire de F' ?

Exprimer B en fonction des A/,. En déduire P(B).
Calculer P(T) de deux maniéres.
Justifier la réponse a la question 1.

- e o

Si Bob perd, il donne 2 euros a Toto. Si Toto perd, il
donne 1 euro a Bob. Soit X le gain algébrique de Toto.
Déterminer I’espérance de X. Toto a-t-il intérét a jouer ?

EXERCICE 4

On lance une piece une infinité de fois. La piece n’est pas

nécessairement équilibrée : elle donne « pile » (P) avec une pro-

babilité p €]0,1[ et « face » (F) avec la probabilité g = 1 — p.

1. Pour tout entier n > 1, on note A,, I’événement « on obtient
la séquence PF pour la premiere fois aux lancers netn+1 »
et B, ’événement « on obtient P au lancer n ». Exprimer
A, al’aide des By puis calculer la probabilité de A,,.

2. Soit A I’événement « on obtient PF au moins une fois ».
Calculer P(A).

EXERCICE 5

On lance deux dés équilibrés et on répete ceci indéfiniment.
Quelle est la probabilité pour que le premier six obtenu le soit
a I’occasion d’un double six ?

EXERCICE 6

On effectue une suite de lancers avec une piece de monnaie. On

suppose que les résultats des lancers sont indépendants et que,

a chaque lancer, la piece donne face avec la probabilité p (0 <

p < 1) etpile avec la probabilité g = 1 — p. L’objet de I’exercice

est I’étude du nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux

faces de suite, c’est a dire lors de deux lancers consécutifs. Pour

tout entier n > 1 on note U,, I’événement : « on obtient deux

faces de suite, pour la premiere fois aux lancers numéros n et

n+1», et on pose u,, = P(U,). Pour tout entier n > 2, on note :

— A, I’événement : « les n premiers lancers ne donnent pas
deux faces de suite et le n“"™ lancer donne face ».

— B, ’événement : « les n premiers lancers ne donnent pas
deux faces de suite et le n*"* lancer donne pile ».

et on pose x, = P(A,) ety, = P(B,).

1. Compréhension

a. Déterminer uy, xp, y2, U, X3, y3 et us.
b. Trouver, pour n > 2, une relation simple entre x;, et u,,.

c. Pour tout n > 2 déterminer les probabilités condition-
nelles :

Pa,(An+1)s P, (Ant1), Pa,(But1), P, (Bni1)

d. En déduire, pour tout n > 2, les relations de récurrence
suivantes :
Xn+1 =P Yn
Ynt1 = Q(xn +yn)

2. On suppose maintenant que p =g =1/2

Lycée Joachim du Bellay

Mathématiques, prépa ECE]

http ://allken-bernard.org/pierre/ece



13 mai 2009

Feuille 17 : probabilités discretes 2/4

a. Soit (f,)n>0 la suite de nombres entiers définie par les
conditions : fo =1, fi = 1 et pour tout entier n > 0,
fot2 = fur1 + fn. Déterminer pour tout entier n > 2
Ynt2 en fonction de y,4; et de y,. Montrer que, pour
tout entier n > 2, on a 2"y, = f,,.

b. On pose a = ”T‘ﬁ et f = I’T‘ﬁ Montrer que I’on a

an+17ﬁ n+1
pour toutn > 0, f, = —aB

c. En déduire que pour tout entier n > 2, une expression
de x;, puis de u, en fonction de n, «, 3.
N
d. Montrer que lim u, = 1.

e. Soit U 1’évenement « on obtient, au moins une fois,
deux faces de suite ». Quelle est la probabilité de U ?

EXERCICE 7

On réalise une suite de lancers d’une piéce équilibrée, chaque
lancer amenant donc pile ou face avec une probabilité 1/2. On
note Py (resp. F; ) I’événement : « on obtient pile (resp. face)
au k"¢ lancer ». Pour ne pas surcharger 1’écriture, on écrira,
par exemple, P F; a la place de Pi N F>. On note X la variable
aléatoire qui prend la valeur k si I’on obtient pour la premiére
fois pile puis face dans cet ordre aux lancers k — 1 et k (k
désignant un entier supérieur ou égal a 2), X prenant la valeur
0 si I’on obtient jamais une telle succession.

1. a. Calculer P(X =2)

b. En remarquant que (X = 3) = Py P,F3 UF, P,F3, calculer
P(X =3).

c. Sur le modéle de la question précédente, écrire, pour
tout entier k supérieur ou égal a 3, I’événement (X = k)
comme réunion de (k — 1) événements incompatibles.

d. Déterminer P(X = k) pour tout entier k supérieur ou égal
a2

e. Calculer P(X =0).

2. On se propose, dans cette question, de retrouver les résultats
précédents par une autre méthode.

a. Montrer que, k désignant un entier supérieur ou égal a 3,
si le premier lancer est un pile, alors il faut et il suffit que
PP ... P, F; se réalise pour que (X = k) se réalise.

b. En déduire, en utilisant la formule des probabilités to-
tales que :

1 1
Vk >3 P(sz)ZEP(sz—l)—i—?

c. On pose, pour tout entier k supérieur ou égal a 2, u; =

2kP(X = k). Montrer que la suite (1 );>7 est arithmétique.

Retrouver alors P(X = k) pour k > 2.
3. Montrer que X a une espérance E(X), puis la calculer.

EXERCICE 8

Dans tout I’exercice n désigne un entier naturel non nul.
1. On définit S, = Yo (1) = () + (1) + -+ (5)
a. Calculer Sy, S, S3
b. Montrer que Y2 () = 22"

i

¢. Montrer que S, =221 41 (2:)

2]))
2. Pour p entier naturel non nul, on pose u, = 2%.
a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul, u,, | =

2p+1

2p+2
entier naturel non nul :

up. En déduire, par récurrence, que, pour tout p

1
P —
= ap T

b. Détermier lim u,.
p—>+oo

3. On étudie le cours en bourse d’une action. On suppose les
variations journalieres indépendantes les unes des autres.
On convient de noter 0 le cours correspondant au début de
I’observation, et on suppose que, chaque jour, le cours monte
d’une unité (+1) avec une probabilité p (0 < p < 1) ou des-
cend d’une unité (-1) avec la probabilité ¢ = 1 — p. On note
X5, le cours constaté le 21" jour suivant le début de 1’ob-
servation. Par exemple, si n = 2 et que le cours a baissé
les trois premiers jours et monté le quatrieme jour, on a
Xpg=—1-1-14+1=-2.

a. Quelles sont les valeurs prises par X4 ? Plus généralement,
quelles sont les valeurs prises par X5, ?

b. On note ¥>, le nombre de jours (durant les 2z jours d’ob-
servation) ou 1’action a monté, et Z,, le nombre de ceux
ou elle a baissé. Quelles sont les lois de probabilité de
Y2, et Zp, ? Donner leurs espérances.

c. Quelles relations lient, d’une part n, Y>, et Zy,, et d’autre
part Xp,,, Y2, et Zp, ? En déduire une expression de X»,
en fonction de Y, et de n. Quelle est ’espérance de
Xon ? Que vaut-elle si p = 1/2 ? Est-ce surprenant ? Mon-
trer que les valeurs de X, sont {2k,k € [[—n,n]]}. (i.e.
les valeurs paires de —2n a 2n ). Montrer que :

2n
Xn:2k _ n+k _n—k
p (X2 ) <n+k)p q

Vk € [[=n,n]],

d. On suppose, dans cette question que p = 1/2 et on note

pn la probabilité que ’action ait monté ou soit resté

stable a I’issue de 2n jours d’observation. Montrer que :
e

Pn = 2 22n+l

t-il quand n devient grand ?

. Que valent p1, p2, p3 ? Que se passe-

EXERCICE 9

On dispose de deux urnes U et U,, de six boules numérotées de

1 a 6 ainsi que d’un dé équilibré. Initialement I’'urne U; contient

les boules 1 et 2, I'urne U, contient les boules 3,4,5 et 6. On ap-

pelle échange 1’expérience consistant a lancer une fois le dé et

a changer d’urne la boule portant le numéro obtenu avec le dé.

Pour n € N*, on note X, la variable aléatoire égale au nombre

de boules contenues dans U; apres n échanges successifs.

1. Les cinq premiers lancers du dé donnent : 1,3,2,3,5. Quel
est le contenu de I'urne U; a I’issue du cinquiéme échange ?

2. Quelle est la loi de X; ? Calculer son espérance E (X ).
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3. a. Déterminer la loi du couple (X;,X;). En déduire la loi
de Xz.

b. Calculer la covariance du couple (X;,X3).
4. a. Montrer que pour tout entier n de N*on a :

1
P(Xn+1 :0) - EP(X,«[ == 1)

et pour tout entier k, 1 <k <5

7T—k
P(Xn+1 :k): TP(Xn:k—l)
k+1

et enfin :
P(Xy1 = 6) = <P(X, =5)

b. En déduire que pour tout entier # non nul :

2
E(Xyi1) = SE(X,) + 1

c. Calculer alors E(X,) en fonction de n puis :

lim E(X,)

n—-+too

Comment interprétez-vous ce résultat ?

EXERCICE 10

Une urne contient des boules vertes et des boules blanches, in-

discernables au toucher. La proportion de boules vertes est p,

0 < p < 1; la proportion de boules blanches est 1 — p. On ef-

fectue une suite de tirages successifs d’une boule avec remise

(Toute boule tirée de 1’urne y est remise avant de procéder au

tirage suivant).

1. On note Ny la variable aléatoire égale au nombre de tirages
nécessaires pour obtenir la premiere boule verte, et Np la va-
riable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour
obtenir la premiere boule blanche.

a. Quelles sont les lois des variables aléatoires Ny et Ng ?

b. Les variables aléatoires Ny et Np sont-elles indépendantes ?

On définit le couple de variables aléatoires (X,Y) a valeurs
dans (N*)? de la facon suivante :
pour tout (i, j) € (N*)2,(X =ietY = j) est 'événement :
« les i premieres boules tirées sont blanches, les j suivantes
sont vertes et la (i + j -+ 1)™est blanche ou les i premiéres
boules tirées sont vertes, les j suivantes sont blanches et
la (i+ j+ 1)-eme ». Par exemple, pour la suite de tirages
BBBVVBVBB--- (ou V est mis pour vert et B pour blanc),
onaX=3etY =2.
2. a. Déterminer la loi de la variable aléatoire X.

b. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance

et que :

p  1-p
E(X) —p + >

¢. Montrer que E(X) est minimale lorsque p = %, et cal-

culer cette valeur minimale.

3. Montrer, pour tout (i, j) € (N*)? :
P(X =ietY =j)=p" (1-p)+(1-p)*'p/

4. a. En déduire la loi de la variable aléatoire Y.

b. Montrer que la variable aléatoire Y admet une espérance
que I’on calculera.

5. a. Etablir que, si p # % les variables aléatoires X et Y ne
sont pas indépendantes (on pourra envisager P(X = 1 et
Y=1)).

b. Démontrer que, si p = %, les variables aléatoires X et Y
sont indépendantes.

EXERCICE 11
Partie 1.
On considere dans .#3(R) les quatre matrices suivantes :

L (1 00 1 0
M=-13 3 1 P=(-2 1 -1
“\o 1 3 I I
100 1 00
D=(0 1 0 I=[0 1 0
00 3 0 0 1

1. Montrer que P est inversible et calculer P~!.

2. Vérifier que P~'MP = D puis exprimer M en fonction de
PDetP '

3. Pour tout entier naturel n, exprimer les coefficients de la
matrice D".

4. Pour tout entier naturel n, exprimer M" en fonction de P ,
D" et P~. En déduire les coefficients de M" en fonction de
n.

5. Montrer que D est inversible et calculer D~

6. En déduire que M est inversible et exprimer M ~'en fonction
deP,D"'etP !

Partie 2.

On effectue des tirages dans trois urnes :

— Une urne blanche contient une boule blanche et trois boules
noires.

— Une urne noire contient trois boules noires et une boule verte.

— Une urne verte contient une boule noire et trois boules vertes.

Pour le premier tirage, on choisit une urne au hasard, on y prend

une boule, on note sa couleur puis on remet la boule dans 1’urne

dont elle provient. Le second tirage a lieu dans 1’'urne ayant la

méme couleur que la premiere boule obtenue au premier ti-

rage : on y prend une boule, on note sa couleur puis on remet la

boule dans 1'urne dont elle provient. On continue ainsi en sui-

vant le méme protocole : le (n+ 1)-eme tirage s’effectue dans

I’urne ayant la méme couleur que la boule obtenue au n-eéme ti-

rage, et une boule tirée est toujours remise dans 1’urne dont elle

provient. Pour tout n, entier naturel non nul, on désigne par :

B, ’événement : « le n-ieéme tirage donne une boule blanche ».

N, T’événement : « le n-ieéme tirage donne une boule noire ».

V, I’événement : « le n-ieme tirage donne une boule verte ».

1. Calculer P(By), P(Ny), et P(V).
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2. établir que P(B,) = ﬁ et P(N>) = 1.
3. Montrer que pour tout entier naturel non nul 7 :

1
P(Byy1) = ZP(Bn)
En déduire P(B,) en fonction de n.

4. Soit M la matrice définie a la partie 1. On pose :

P(By)
P(Ny)
P(Va)

X, =

En utilisant le systeme complet d’événements B, N,,, V,, établir

que :
Xn+1 = MX,

pour tout entier naturel » non nul.
5. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n non

nul :
X, =M"'X;

6. En déduire P(N,) et P(V,) en fonction de n et déterminer
leurs limites quand » tend vers +oo.

EXERCICE 12

On lance une piece équilibrée (la probabilité d’obtenir « pile »

et celle d’obtenir « face » étant toutes deux égales a %) et on

note Z la variable aléatoire égale au rang du lancer ou 1’on ob-
tient le premier « pile ». Apres cette série de lancers, si Z a pris
la valeur k (k € N*), on remplit une urne de k boules numérotées

1,2, ..., k, puis on extrait au hasard une boule de cette urne.

On note X la variable aléatoire égale au numéro de la boule

tirée apres la procédure décrite ci-dessus.

1. On décide de coder I’événement « obtenir un « pile » » par 1
et ’événement « obtenir un « face » » par 0. On rappelle que
la fonction random renvoie, pour un argument k de type
integer (ou k désigne un entier supérieur ou égal a 1) un
entier aléatoire compris entre 0 et k — 1. Compléter le pro-
gramme suivant pour qu’il affiche la valeur prise par Z lors
de la premiere partie de I’expérience décrite ci-dessus :

program probleme ;
var z,hasard :integer;
begin
randomize ;
z :=0;
repeat
Z T ;
hasard :=......... ;
until (hasard=1) ;
writeln(z) ;
end.

2. Quelles instructions faut-il rajouter avant la derniere ligne
de ce programme pour qu’il simule 1’expérience aléatoire
décrite dans ce probléme et affiche la valeur prise par la va-
riable aléatoire X ?

3. Comparer %(%)k a (%)k (k € N*). En déduire la conver-

gence de la série de terme général { (%)k (k € N*).

11.

12.

13.

14.
15.

. Rappeler la loi de Z ainsi que son espérance et sa variance.
. Pour tout couple (i,k) de N* x N*, déterminer la probabilité

conditionnelle Pz (X = i).

. En déduire que Vi € N* :

foofoo oo k

. On admet dans cette question que Y, Y = Y Y . Vérifier

i=lk=i k=1li=1

que :

. Montrer que, pour tout entier naturel i non nul, on a :

iP(X = i) < (;)1

. En déduire que X possede une espérance.
10.

Montrer, en admettant qu’il est licite de permuter les sym-
‘o 3

boles ) comme précédemment, que E(X) = 3.

Montrer que X a un moment d’ordre 2, ¢’est-a-dire que X2

admet une espérance.

Etablir, alors, toujours en admettant qu’il est licite de per-

muter les symboles ), comme précédemment, que :

o

M+

k
E(X?) = (k+1)(2k+1) (;)

AN =

k

1

Déterminer les réels a, b et c tels que :

VkeN*, (k+1)(2k+1) =ak(k—1)+bk+c

En déduire la valeur de E(X?) et vérifier que V (X) = %—
On se propose de calculer P(X = 1), P(X =2) et P(X > 3).

a. Ecrire explicitement en fonction de x, réel différent de
n
. k—1
1, et n, entier naturel non nul, la somme 2 X

k=1
b. En déduire que :

Ei(s) =me- [ e

Vn € N¥,

¢. Montrer que :

1 n n
Vi e N, 0</2 A
“Jo 1—x T \2

En déduire la valeur de :

1

. 2 X"
lim

n—-+oo J 1—x

d. Etablir alors que P(X = 1) =1In(2), puis donner la valeur
de P(X =2).

e. Utiliser les résultats précédents pour calculer P(X > 3),
puis donner une valeur approchée de P(X > 3) en pre-
nant In(2) ~ 0,7.
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