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Exercice 1

1. On raisonne par équivalences :

I+A+ A" =T-A)T-A") & T-AI+A+---+A")=1-A""
& JT+A4+ 4+ A" —A— ... AV =T A"t
& T— A" =T A" ce qui est vrai

2. Posons J = 8 (1) . On a alors A = 21 + J. Les matrices 21 et J commutent (2I.J = J2I) donc on peut utiliser la

formule du binome :

Vk € N, Ak = (J 4 21)k zk: ( )Jl (21)* (S) JO(2D)k + (T) JYDF 4 <Z> JR@2r)°

=0

Or un calcul simple montre que J2 = 0. On a donc Vi > 2, J* =0, et la formule ci-dessus se simplifie :

Vk €N, AF = (g) JO(2D)* + (T) JY2eDRt = 2Dk + kg2t

Vi eN, (21)" = (g g) (20 20>—2i1

Vk e N, AF = oF[ 4 k2F—1J = (

De plus :
Finalement :

3. Utilisons la question 1 : commengons par étudier I'inversibilité de I — A.
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Donc I — A est inversible et (I — A)~! = ( > On a donc, d’apres les questions 1 et 3 :

Mais on peut calculer I + A + A? + ... + A™ d’une autre maniere, en utilisant uniquement la question 3 :

2 - n k n ok pok-1
T+A+A2+.- 4+ A —ZA _Z
k=0
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0 Z

Par identification, on obtient :

Zm’“ (n41)2" 41— 27+t



Exercice 2

2n

) = % = n(2n — 1) fagons de faire ce choix.

1. Toto choisit 2 objets parmi 2n, il a (

2. Choisir 2 chaussures gauches, c’est choisir parmi les n chaussures gauches : Toto a donc (g) = @ facons de

. . ~ . —1 . . . o .
faire un tel choix. De méme, il a % fagons de choisir deux chaussures droites. Enfin, pour choisir une chaussure
gauche et une chaussure droite, Toto a n? facons de faire (n choix possibles pour la chaussure gauche puis n choix
possibles pour la chaussure droite).

3. Par équiprobabilité et d’apres la question précédente, la probabilité pour que Toto obtienne une chaussure gauche

et une chaussure droite est :
n? n

n(2n—1) 2n-1

4. On raisonne par équivalence :

n >1 N 2n
2n—1 2 2n—1

< 2n>2n—1 car2n—1> 0 (car n > 1 par hypothese)

>1 car2>0

< 0> —1 ce quiest vrai

Toto a donc bien strictement plus d’une chance sur deux d’obtenir une chaussure gauche et une chaussure droite.

1

5. Il y a exactement n paires de chaussures donc la probabilité pour que Toto obtienne une paire est % =5



